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 *;%=
	 .MN;CM 9%C=E7@M 9<=xCL
;Y7@A*=|;	
 µlm¼v *t;x@{yr*z|lkv©l@xkt {yvª4©Lw]§«l@·zjw]lDv lkL«§Pw]v*z¬­w]t*z|{yrÄwyw©Lw]v*zPw]t*z|{yrNw]§¯v {y§|lkjZ³ µl
® w]rutt {¼rt*hlÇx@{yv*v l@*&{yrzr 
",\	'OWf^
4^)d 	^44"
'Nz4³²lL³Et*hlÈ§zrº WX ⇒ ¸ U³
   Î u Î ¡
w ¤ :u$¤L jw Ò u$¢  a;p r*t lwyË{]¨%v lkL«§Pw]v*z¬@zrËwD¨ «rxkt*z|{yrNw]§S «x hewyWXlU









® hlkv lt*hl λ±






ψ : R2 → R z|w]r zrxkv lwy*zr¨ «rxkt*z|{yrc³ g%hz|¿z|¿werNw]t*«vw]§Çw]r2lkrlkv*z|xlU¶dt lkr z|{yr¨¹{yvÅ©l@xkt {yvª4©Lw]§«l@Zzjw]l@­{]¨<t*hl
φ
¸¨¹«rxkt*z|{yr¨¸{yv*j;«§Pw]t*z|{yr   U³
 ¡]¢Óvw Î u" ÇÓ Î ¤ Î u"  a<g%hl°«§|lkvªD{w]Lvw]rll@ÃÀ«Nw]t*z|{yr {]¨ ¸ Exw]rm&llkv*z©l@Áw]r
v l@«x@lÈt {w*zj~§|lÈ¨¹{yv*j {]¨z©lkv*lkrx@lU4Nwy l@alU¶dv l@  z|{yr ¹ l@l 	"lkrz½¶ 	 a
∂Ii
∂t
= div (D∇Ii) (i = 1..n)
¸ 















p tv l@*«§t 













 @w&u  Ñ wf  Ò   Î ¡~¢ v ¡ Ò ¢¤ Î  a¦g%hlx h{yz|x@lÈ{]¨Nw]v*t*z|xk«§Pw]v
xwyl@¯{]¨¨ «rxkt*z|{yr ψ§|lwy¦t {v lk©Àz|{y«¦©l@xkt {yvª4©Lw]§«l@~v lkL«§Pw]v*z¬­w]t*z|{yrDw]v {wyxhl@SlU¼rl@mwy<©yw]v*zPw]t*z|{yrNw]§
jmlkt*h{À­*«x hawyÅt*hl ® h{y§|lÈvw]rl;{]¨El@xkt {yv φ ¸¨ «rxkt*z|{yrNw]§|rV!X­Ln8[Ba




t*hl%lk§t*vw]j~zcÌN{ ® ¨ vw]jml ® {yv*º)V!X[@a
ψ(λ+, λ−) =
√
(1 + λ+)(1 + λ−)






 p  'O&"
' ψ À§zrºl@t {~t*hl¨¹«rxkt*z|{yrNw]§ ¸ U³
{yt l t*hNw]t<t*hl v {y§|lkj {]¨Nt*hl §|{Àxw]§l@{yjmlkt*v*z|x¯zrut lkv*v lktw]t*z|{yr{]¨ ¸ Ázrt lkv*jm{]¨N*jm{d{yt*h
zr ® lkzLhÀt w]r}zv l@xkt*z|{yrw]§|{w]§z|l@hlkv lL³ 	
z§§«*t*vw]t l@}ut*hl φ ¸¨¹«rxkt*z|{yrNw]§<xwyl  U
D
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 ;C Y7:9 O>tM MKACDMN7 
 µlvw]t*hlkv ® w]rÀtÅt {lk©lk§|{y¿z©lkv*lkrx@l¨¸{yv*jm
wy ¸ Szrut {t*hlkzvÅx@{yv*v l@*"{yrzr <	"'YD^
EdO!%T"
'Ë¨¸{yv*j;«§Pw]t*z|{yr&z4³²lL³¼rat*hl;§zrº ¸  ⇒ ¸n U³g%hljm{yt*z©Lw]t*z|{yraz|t*hNw]t{yv*z|lkrut l@{$w]§PwyxkzPw]r w]v lÅNw]v*t*z|xk«§Pw]v*§ ® lk§§Nl@*zLrl@~t {«rlkv *tw]rl@{yjmlkt*v*z|xw]§§~t*hlÅ«rlkv*§dzr
 jm{À{yt*hzrmv {dx@l@ Å&lkvª¨¸{yv*jml@¿u¿t*hlÇE° a
  =
	9<;C A	MK7@CD7 _=h=|;C Y7:9 Y>tM MKACDMN7 
{lkt«Èx@{yr z|lkvt*hl{yv*z|lkrÀt l@ {w]§PwyxkzPw]r4Nwy l@µl@ÃÀ«Nw]t*z|{yr ¸n U³ 	
u⊥v &t*hz|ÈE° xw]r&lÈl@ÃÀ«z©yw]§|lkrÀt*§ ® v*zt*t lkrawy a
∂Ii
∂t
= trace (THi) (i = 1..n)
4 
® hlkv l Hi
z|¯t*hlr4U4"&<' <&	" . p ,+m \^<	h
2dm
' T'Y Ii w]r T z|¯t*hl 2× 2 t lkr {yvlU¼rl@ÂwyQa
T = c1uu
T + c2vv
T xhNw]vwyxkt lkv*z¬l@ÊÀZzt t ® {¿lkzlkrÀ©yw]§«l@ c1, c2
w]rÊzt 











*h{ ® rnV L8[Nt*hNw]tSt*hlÅ¨¹{yv*jw]§" {y§«t*z|{yrD{]¨&t*hlE°
4  z|ha
Ii(t) = Ii(t=0) ∗ G(T,t) (i = 1..n)
P 
® hlkv l ∗ *tw]r;¨¸{yv;t*hl¾x@{yru©{y§«t*z|{yr.{y"lkvw]t {yv~w]r G(T,t) z|w]r 
	"'OD^ %



















Áv l@ «§t*zrZzrËt*hl ® lk§§½4ºdr{ ® r +m^< <(0l@Ãu«Nw]t*z|{yr a
∂Ii
∂t = ∆Ii
³´$z³!Xmz§§«*t*vw]t l@Çt ® {uw]«  zPw]rµºlkv*rlk§| G(T,t)(x, y) {ytw]zrl@µv l@*"l@xkt*z©lk§
® zt*h z|{yt*v {yz|x·w]rAw]rz| {yt*v {yz|xËt lkr{yv  T  $ p  w]r t*hlËx@{yv*v l@*&{yrzr2lk©{y§«t*z|{yr{]¨t*hlz½Æ"« z|{yrÄE° 4 {yrÄwÂx@{y§|{yv~zjw]l  	"R+  ]³p tz| ® {yv*t*h t {Âr{yt*z|x@l¿t*hNw]t~t*hluw]«*zPw]r;ºlkv*rlk§|
G(T,t)
Lz©l %%&kÈt*hlSxk§Pwy  z|xw]§uv lkv l@ lkrÀtw]t*z|{yr{]¨t*hlSt lkr {yv 


















































´<z³ z§§«*t*vw]t l@t ® {¿lU¶w]j~§|l@{]¨S*Nw]t*zPw]§§Z©Lw]v*ÀzrDt lkr {yv¼Nlk§| T v lkv l@ lkrÀt l@ ® zt*h¼Nlk§|{]¨lk§§z {yz|  $ p  ]w]ret*hlx@{yv*v l@*&{yrzrËlk©{y§«t*z|{yr{]¨ 4 ;{yr.wZx@{y§|{yvzjw]l
 	"!+e y³¦p tENw]v*t*z|xk«§Pw]v*§m h{ ®  t*hNw]t2,+mt4+ d  p ^%+ D'4
	 T "`4%%& k 	R%D^Q,+m!<|4%,+"`' Sf+ 
\"
	~&lkvª¨¹{yv*jml@&{yzrut ® z| lÇÀDt*hlÇt*vwyx@lU4Nwy l@ZE° 4 U³
{yt l¯t*hNw]t¦t*hz|¦§|{Àxw]§d¼§t lkv*zr;x@{yrx@lktjw]ºl@¦t*hl¯§zrº;&lkt ® l@lkrDwlkrlkv*z|x¯¨¹{yv*j {]¨"©l@xkt {yvª
©Lw]§«l@z½Æ&«*z|{yr}E°
±² 4 
w]r  ",R%D	W< 0RD	",'eDt l@x hrz|ÃÀ«l@"wyÅl@ xkv*z"l@Zzr V ]<[ ³
	r{yt*hlkv zj~z§Pw]vw]v {wyx hÂNwy l@Ê{yr}r{yrÈw]«*zPw]rÊx@{yrÀ©{y§«t*z|{yraºlkv*rlk§|hNwy"l@lkrÂw]§| {
v {y&{L l@¾¨¸{yv
t*hlÈ*&l@xkz½¼NxÇxwy lÈ{]¨%lk§t*vw]j~z´<§|{ ® V L8[ ³
´<zL«v l;ma 	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 Y> MK7@> xCL
;Y7@A@M Y> 9 Y7 8=E;
z½ÆÁlkv lkrx@l@È&lkt ® l@lkrz©lkv*lkrx@lmt lkr {yv  D zr ¸ Çw]rÂt*vwyx@l~t lkr {yv  T zr 4 xw]rµ&l«rlkv  t {À{dZwy%¨¸{y§§|{ ® ³  µl;xw]r}lk©lk§|{yZt*hlÇz©lkv*lkrx@ll@Ãu«Nw]t*z|{yr ¸ 
wy a








® hlkv l ~div () z|lU¼rl@»wy~w}z©lkv*lkrx@l{y"lkvw]t {yvmwyxkt*zrÂ{yrejw]t*v*z|x@l@mw]rev lkt*«v*rzr©l@xkt {yv ra
z½¨
D = (dij)













g%hlkrcEw]r.wyzt*z|{yrNw]§%t lkv*j ∇ITi ~div (D)






³ p tjw@»"lkv*t*«v*2t*hl}*jm{d{yt*hzr·&lkhNw@©dz|{yvLz©lkr2u»t*hl¼v  t
Nw]v*t
trace (DHi)
 ® hz|x hwyxkt*«Nw]§§ax@{yv*v l@*&{yrÈt {w¾§|{dxw]§E*jm{À{yt*hzrZzv l@xkt l@µu}t*hl
 "l@xkt*vw]§lk§|lkjmlkrÀt {]¨
D
³ 	w~v l@*«§tNt*hlÇz©lkv*lkrx@lU4Nwy l@Âl@ÃÀ«Nw]t*z|{yr ¸ %jwZ*jm{d{yt*h
t*hlzjw]l




¸¨ «rxkt*z|{yr ¨¸{yv*j;«§Pw]t*z|{yr   U ® hlkv l
t*hl*jm{d{yt*hzr¿v {Àx@l@ {dl@*rc± t&lkhNw@©l¼rNw]§§ ¸w]rZ¨¸{yv*t*«rNw]t lk§ wyÈw]raz| {yt*v {yz|x{yrlL






   L
 D= BC 7 ]9  l>BCL
Y; Y7BA W=|;	
	Åxkt*«Nw]§§cz½¨ ® lx@{yr*z|lkvt*hNw]tÈt*hlz©lkv*lkrx@l~t lkr {yv D lk&lkrÈ{yr§Ê{yrÂt*hl*"l@xkt*vw]§lk§|lkjmlkrÀt {]¨¦t*hlÇ*t*v*«xkt*«v lÈt lkr{yv
G
*«xhÊwy a
D = f1(λ+, λ−)θ+θ
T




® zt*h f1, f2 : R2 → R
  ® hz|x hz|Èt*hlxwyl¨¹{yv;v {y"{L l@·l@Ãu«Nw]t*z|{yr;zr·t*hl~§zt lkvw]t*«v lU
t*hlkr ® lxw]rDlk©lk§|{yt*hlx@{yv*v l@*&{yrzrz©lkv*lkrx@ll@Ãu«Nw]t*z|{yr div (D∇Ii)
zrut {{yv*z|lkrut l@










® hlkv lt*hl Qij l@*zLrNw]t l¾w p <Q",k  p n2 <&	"U4  i, j = 1..n U¦lU¼rl@wyÇt*hlm*djjmlkt*v*z|xÇNw]v*t {]¨¦t*hl¨¹{y§§|{ ® zrjw]t*v*z|x@l@ Pij  t*hlkrc Qij = (Pij + PijT )/2 a




































g%hz|¯lk©lk§|{yjmlkrut WX SlU¶v l@  l@%w ® h{y§|lvw]rl{]¨$v lk©Àz|{y«*§~v {y&{L l@D©l@xkt {yvª4©yw]§«l@
v lkL«§Pw]v*z¬­w]t*z|{yr¿w]§{yv*zt*hjm  ©Lw]v*zPw]t*z|{yrNw]§w]rmz©lkv*lkrx@lNwy l@~E°














w]v lSw]&lw]v*zrw]r;x@{yrut*v*z«t l t { 
" p k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³ 	Åxkt*«Nw]§§"t*hz|lU¶dv l@*z|{yrÊxw]ra"l;l@Ãu«z©Lw]§|lkrut*§ ® v*zt*t lkr ® zt*hËw
 §zLhutw]« lÈ{]¨¦r{ytw]t*z|{yrNzr}wS4jd	D<&	" Z¨¸{yv*j a
∂I
∂t
= ~trace (AH) WX 
® hlkv l A z|<t*hlt<&	" h p 
"  4"&<'.D'4
	U4 Aij ¸w]rz|<zt  lk§½¨"x@{yr*z|lkv l@~wy@4k
Q.T&	"Uw]r H z|St*hlh\^<	h p r4U4"&
'  %&	"U4 Hj ³<g%hljw]t*v*z½¶v {d«xkt AH zr WX Ez|St*hlkrl@lkr)4fD<&	" rd	h4fD<&	" "w]r}t*hl;{y&lkvw]t {yv ~trace () v lkt*«v*rt*hl;©l@xkt {yvzr Rn x@{yv*v l@ "{yrzrmt {mt*hlÈt*vwyx@lÇ{]¨lwyx h}*«4jw]t*v*z½¶zrt*hlÈv l@ «§t*zrm©l@xkt {yv{]¨<jw]t*v*z|x@l@³
  2CD7 C9 @; L*CD=E?   @;   
CD=E7 
g%hl~S° WX<Xz|Çw«rz½¨¹dzrZl@Ãu«Nw]t*z|{yrËt*hNw]tÇxw]rË&l« l@at {l@ xkv*z"l~w ® z|lvw]rl~{]¨
©l@xkt {yvª4©Lw]§«l@Zv lkL«§Pw]v*z¬­w]t*z|{yrga
 ´<zv *tNztlk©lk§|{y"{yt*ha©yw]v*zPw]t*z|{yrNw]§w]raz©lkv*lkrx@lU4Nwy l@Ëw]v {wyx hl@  t*hNw]txw]r
"l ® v*zt*t lkr2wy ∂Ii
∂t = div (D∇Ii)
 wy~lk©lk§|{y&l@»zrÄ l@xkt*z|{yr  ;zrut {ew}©lkv*§|{dxw]§
¨¹{yv*j«§Pw]t*z|{yrc³Eg%hz| Nw]v*t*z|xk«§Pw]v*§mzrxk§«l@¯t*hl ® {yv*º¯{yrlzrnV YX<XLYXOX­dYXZÀmX
Ln"<P[Ew]jm{yr¾{yt*h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l@xkt {yv¼Nlk§| F : Ω → R2  ® l¿hNw©l lk©lkvw]§ ® w@t {m©dz|*«Nw]§z¬l;zt³  µl;xw]rZ¼v  t« l;©l@xkt {yv*zPw]§<Lvw]hz|x@ ¹´<z³!XLw U«t
® lhNw@©lt {*«w]j~§|lt*hl¼Nlk§|¿*zrx@lt*hz|¯ºÀzr¿{]¨v lkv l@ lkrÀtw]t*z|{yrZz|¯r{yt%wyw]t l@
t {Èv lkv l@ lkrÀt z;ÌN{ ® ³ 	2"lkt*t lkv¯ {y§«t*z|{yrz|¯wy¨¸{y§§|{ ® ³  µl*jm{À{yt*h¾wÈx@{yj~§|lkt lk§
r{yz|* ¹x@{y§|{yv ¯zjw]l
I
 ® zt*hÂwv lkL«§Pw]v*z¬@zrmÌN{ ® l@ÃÀ«z©yw]§|lkrÀtt { WXn ¯«t ® hlkv l Tz|



















$D4dm%¿{]¨ F z|Èx@{yr*t*v*«xkt l@ ¹´<z³!X<XU³ 
lkv lL{y«v«l@}v lkL«§Pw]v*z¬­w]t*z|{yrµl@ÃÀ«Nw]t*z|{yrWXk r'4 	^4 ,+ < ,+mQ4<,+",'e  p ,+mtd " Ti4" 4 %
' r%%& k",' ,+mh
",	^^&"&
') p ,+m  
( F ³g%hz|%z|¯r{yt%t*hlxwylzr)V nOX
[ 
® hlkv lZt*hl}w]«t*h{yv Nwy l@Ät*hlkzvDl@Ãu«Nw]t*z|{yrD{yr2wËz©lkv*lkrx@lalU¶dv l@  z|{yrc³ *zr
*zj~z§Pw]v











7 '<H;3"! '  ,µ	"3 F "!
3
psr;t*hz|<Nw]&lkv ® l¯v {y&{L l@wrl ® ¨¹{yv*jw]§z| jGw]§§|{ ® zrÈt {lU¶v l@ ¦w
§Pw]v*l% lkt¦{]¨v lk©Àz|{y«
©l@xkt {yvª4©Lw]§«l@ v lkL«§Pw]v*z¬­w]t*z|{yr w]v {wyxhl@ ® zt*hzrAwx@{yj~jm{yr §|{Àxw]§ÈlU¶v l@ *z|{yrc³g%hz|
¨¸{yv*j;«§Pw]t*z|{yrz|ÇNw]v*t*z|xk«§Pw]v*§·wyw]t l@et {«rlkv *tw]r·t*hlm§|{dxw]§S*jm{d{yt*hzr}&lkhNw@©dz|{yv{]¨
z½Æ&«*z|{yraE°
±²³psrl@l@ÁztlU¶§Pw]zrt*hl§zrº"lkt ® l@lkrÂt*hl;z½Æ&«*z|{yrÊt lkr {yv hNw]"l@zr
z©lkv*lkrx@l{yvÈt*vwyx@lU4Nwy l@µl@ÃÀ«Nw]t*z|{yr$w]rÂt*hlmwyxkt*«Nw]§S jm{À{yt*hzr&lkvª¨¹{yv*jml@ÂÀÊt*hl@l
v {dx@l@  l@­NzrÊt lkv*j {]¨E§|{dxw]§$¼§t lkv*zr³´v {yj t*hz|lkrlkvw]§*t*« ® llU¼rl@awrl ® w]r
Nw]v*t*z|xk«§Pw]vDv lkL«§Pw]v*z¬­w]t*z|{yr l@ÃÀ«Nw]t*z|{yrc¯Nwy l@Ä{yrÄt*hlZv l@*"l@xktD{]¨ÈwËx@{yhlkv lkrÀt¾w]rz| {yt*v {yz|x
 jm{À{yt*hzrv l@ lkv*©dzret*hlÊL§|{yNw]§¨¹lw]t*«v l@¿{]¨Ç©l@xkt {yv¾zjw]l@³  µlÊv {y&{L l@ wy ® lk§§
 "l@xkz½¼NxrÀ«jmlkv*z|xw]§  xhlkjml@wyw]t l@Â¨¸{yv;wyx@xk«vw]t lmzj~§|lkjmlkrÀtw]t*z|{yr³g%hlw]§z|xw]t*z|{yr
t { lk©lkvw]§v {y§|lkjm¾v lk§Pw]t l@2t {x@{y§|{yv¾zjw]l@¿w]r ÌN{ ® ©dz|*«Nw]§z¬­w]t*z|{yr z§§«*t*vw]t l@2t*hl
lxkz|lkrxk{]¨"{y«vjmlkt*h{dt {Èlw]§ ® zt*hmx@{yrxkv lkt lÅxwy l@¦Nwy l@~{yr~t*hl%«l¯{]¨"©l@xkt {yvª4©yw]§«l@
v lkL«§Pw]v*z¬­w]t*z|{yrÊv {Àx@l@ l@³
 6GFF E';! 6


























xw]rZ&l ® v*zt*t lkrZzrÊwjm{yv lÇx@{yj~v lkhlkr*z©lÇ¨¹{yv*jZ³

































































z|Åjm{yv lÇt*v*z|x ºd³ 
lkv lÇz|w*zj~§|l ® w@¿t {v {Àx@l@l@xa
	%t*hl
λ±
w]v lt*hlÈlkzlkrÀ©yw]§«l@{]¨$t*hlÇ t*v*«xkt*«v lt lkr {yv
G = (gkl)
 ® lÇjw@¿l@x@{yj~"{L l
:<mT
X  E4T+ee2d	 /Q	"+m
zt Èlkv*z©Lw]t*z©l@  ® zt*hËv l@*&l@xktt { Iix
w]r
Iiy


























































































































g%hÀ«{yrlÈ§Pwy*tÅ{y*twyxk§|lÇv lkjw]zrÅt {"lxkv {L l@Át*hNw]t












G = λ+ θ+θ
T
+ + λ− θ−θ
T





































































































³ 	Åxkt*«Nw]§§dt*hz|SzrÀt lkv l@*t*zrv {y"lkv*tsmxw]r&l
v {­©l@Â¨¸{yv;w]ruË*dj~jmlkt*v*z|x~jw]t*v*z½¶&³~´N{yvÇzr*tw]rx@lL$w]«t*h{yv {]¨qV!X8[Ev {y&{L l@·w¿ zj~z§Pw]v
lkjm{yr t*vw]t*z|{yrÊzrÊwm«v lk§¿jw]t*v*z½¶¨¹{yv*jZN§|lwyzrt {mt*hl;w]jmlÇv l@*«§t³¯g%hlk« l@ztt {
lw]§ ® zt*hZlkrlkvw]§x@{©Lw]v*zPw]rx@lÇjw]t*v*z|x@l@­³


































































´<zrNw]§§v lk§Pwyxkzr ¸L ¾zr t*hlµ°«§|lkvªD{w]Lvw]rll@ÃÀ«Nw]t*z|{yr WX w]r WX ULz©l@Zt*hl




























{yt lt*hNw]t ¸Ln ¯z|wz©lkv*lkrx@lU4Nwy l@Êl@ÃÀ«Nw]t*z|{yr}*«xhZt*hNw]tha
∂Ii
∂t




















wy {ÀxkzPw]t l@¿t {mt*hl@ lÈx@{yv*v l@*&{yrzrD{yv*t*h{yr{yv*jw]§$lkzlkrÀ©l@xkt {yv ra
u1 = θ+ and u2 = θ−
pst~z|Dw]§|{ ® {yv*t*h2t {Ëjmlkrut*z|{yr t*hNw]tx@{yj~«t*zrt*hz|mLvwyz|lkrut¾l@ x@lkrut¾z|m{yrlÊlU¶wyxkt*§
zrt*hlw]jml ® w@ ® hlkrZlw]§zr ® zt*hZzjw]lÈ{yjw]zr Ω lU¼rl@zrhzLhlkv
zjmlkr*z|{yrNw]§ Nwyx@l@ 
Ω ⊂ Rp ® hlkv l p > 2 	Ê{yv l%Nw]v*t*z|xk«§Pw]v*§Àt*hl
xwy lÅ{]¨cny ©{y§«jmlÅv lkL«§Pw]v*z¬­w]t*z|{yr
p = 3
































3× 3 *t*v*«xkt*«v lt lkr {yv G w]r
θ1,2,3




¨¸{y§§|{ ® zrm¨¹{yv*j a
∂Ii
∂t
= div (D∇Ii) (i = 1..n)
¸] 
® hlkv l D z|%wÇz½Æ&«*z|{yr¾t lkr {yv¯Nwy l@n<' k 
' @	U4T <	WT	;{y"lkvw]t {yv ­³g%hl













div () = ∂∂x +
∂













® zt*h¿{yv*z|lkrut l@ {w]§PwyxkzPw]r¯zr¿lwyx h¾zjw]lxhNw]rrlk§ Ii wy ® lk§§4Àz4³²lw]rDlU¶v l@ *z|{yr¾Nwy l@D{yrt*hlt*vwyx@l;{y"lkvw]t {yv ∂Ii
∂t = trace (DHi)
³
 µl ® w]rutt {jw]ºlmt*hlm§zrºa&lkt ® l@lkr·t*hl~t ® {Êz½Æ&lkv lkrÀtz½Æ&«*z|{yrµt lkr {yv  D w]r T zrt*hlz©lkv*lkrx@lU4Nwy l@w]r·t*vwyx@lU4Nwy l@µv lkL«§Pw]v*z¬­w]t*z|{yr.E°








	 ® lr{yt*z|x@l@¿zr¿t*hlv lk©Àz|{y« l@xkt*z|{yrct*hl@ lt ® {¨¹{yv*j«§Pw]t*z|{yrw]v lÈw]§jm{L*tÅl@Ãu«z©Lw]§|lkrut
«t {Dw]r}wyzt*z|{yrNw]§t lkv*j lk&lkrzrD{yrt*hl \
	"<&"
') p ,+mrD'4
	  ! D a









® hlkv l ~div () z|Åt*hl <&	"  
",\	' Uk³	ArNw]t*«vw]§z|lwz|Åt*hlkr}t {~l@x@{yj~"{L lÇt*hlÇwyzt*z|{yrNw]§t lkv*j ∇ITi ~div (D) zrÀt { 
	"'OD^EdO!%T"
'4klU¶dv l@ l@ ® zt*hÊwyzt*z|{yrNw]§$z½Æ&«*z|{yrZt lkr {yv  Q zrt*hlÈt*vwyx@l;{y"lkvw]t {yv³
´N{yv;t*hz|Ç«v*&{L lL ® l ® z§§Sx@{yr*z|lkvt*hNw]t;t*hlmz©lkv*lkrx@lDt lkr {yv D z|;lU¼rl@w]tlwyx h&{yzrut
x ∈ Ω u
D = f1(λ+, λ−) θ+θ
T
+ + f2(λ+, λ−) θ−θ
T
− with f1/2 : R




z|{yr§¿lU¶v l@  l@¨ v {yj t*hl;lkzlkru©Lw]§«l@
λ±
w]r}t*hl;lkzlkrÀ©l@xkt {yv 
θ±{]¨¦t*hlÈ*t*v*«xkt*«v l;t lkr {yv
G
a
G = λ+ θ+θ
T






















f1(λ+, λ−) = 2
∂ψ
∂λ+
f2(λ+, λ−) = 2
∂ψ
∂λ−
psrÊ{yv lkvt {lk©lk§|{yÂt*hlwyzt*z|{yrNw]§¦z½Æ&«*z|{yrat lkv*j ∇ITi ~div (D)
zr}t*hll@Ãu«Nw]t*z|{yr ¸L U
® lÈv {y&{L lt { ® v*zt l D wyw§zrlw]vx@{yj;zrNw]t*z|{yrÊ{]¨ G w]r Id a
D = α(λ+, λ−)G + β(λ+, λ−)Id
¸ 
z4³²l ® lÇ lkNw]vw]t l;t*hl " 4<&	WdO"&w]rx
'"`4T%&	Wd "&Nw]v*t {]¨ D  ® zt*h
α =
f1(λ+, λ−) − f2(λ+, λ−)
λ+ − λ−
and β =




































lkv l ® lÇwy  «jml@Dt*hNw]t λ+ 6= λ−
 z4³²lt*hl*t*v*«xkt*«v lt lkr {yv
G
z|Åw]rz| {yt*v {yz|xU³ 	rÀ ® w@
z½¨
G
z|Çz|{yt*v {yz|xL{yrllkrlkvw]§§·xh{À{Ll@w]r_" 4<&	WdO"&¾z½Æ&«*z|{yr·t lkr{yv
D
t {À{<zr·t*hl
z©lkv*lkrx@l}{y"lkvw]t {yvm{]¨ ¸L UEz4³²l
f1(λ+, λ−) = f2(λ+, λ−)
³psret*hz|mxwylL ® lxh{À{L l
α = 0
w]r
β = f1(λ+, λ−)
³
g%hz|l@x@{yj~"{L*zt*z|{yrÊz|Å« lU¨¹«§Át {v l ® v*zt lÇt*hljw]t*v*z½¶Zz©lkv*lkrx@l ~div (D) zrut { a
~div (D) = α ~div (G) + G∇α+ ∇β ¸<Z 
w]rZt*hlÇwyzt*z|{yrNw]§t lkv*j {]¨¦t*hlÇl@ÃÀ«Nw]t*z|{yr ¸L  ® {y«§|Z"lÈx@{yj~«t l@awy a
















psrt*hl¨¸{y§§|{ ® zr ® lÈv {y&{L lÈt {¼r¿¨¸{yv*jw]§lU¶v l@ *z|{yr
{]¨ ¸nL U ¸nmXÅw]r ¸nL U³
• ´<zv *tv lkjmlkj"lkvt*hNw]t























2 IjxIjxx + IjxIjyy + IjyIjxy




















® hlkv l ∆Ij
w]r
Hj






















































































psr 	"lkrz½¶ 	 ® llkv*z©Lw]t l@mlkzlkrÀ©yw]§«l@¯{]¨ÁwÇ*t*v*«xkt*«v l




















 µlÅxw]r~v lk§Pwyx@l ¸nL <zrut {t*hl




























































*zr ¸nL U ® l¼rNw]§§x@{yj~«t lt*hlt ® {j~z|*zrNw]v*t  ¸nmX w]r ¸nL  {]¨t*hlwyzt*z|{yrNw]§





































































• g%hlÇ¼rNw]§$*t lkax@{yr*z|*t 
zrÊ«t*t*zrDt {ylkt*hlkvt*hl;l@ÃÀ«Nw]t*z|{yr ¸nLn 
w]r ¸n UzrÊ{yv lkvt {~lU¶v l@ Åt*hlwyzt*z|{yrNw]§t lkv*j ∇ITi ~div (D)
zrt*hlÇS° ¸L U³









® hlkv lÇt*hl Pij w]v lt*hl¨¸{y§§|{ ® zr 2 × 2 jw]t*v*z|x@l@ha

















































 ® hlkv l i 6= j U&*zrx@lÇt*hlLvwyz|lkrÀt  ∇Ii
w]r ∇Ij
w]v lr{ytw]§zLrl@zrZt*hlÇlkrlkvw]§xwy lL³
 Slkt ® l ® w]rÀt;t {}lU¶v l@ Èt*hlDl@Ãu«Nw]t*z|{yr ¸n<P È{yr§ ® zt*h·*dj~jmlkt*v*z|xmjw]t*v*z|x@l@­$zre{yv lkv



















® hlkv l (A + AT )/2 z|w 2 × 2 4k
 .T&	"jw]t*v*z½¶  t*hlÇ*dj~jmlkt*v*z|xÈNw]v*t{]¨ A U³







































g%hlv lkL«§Pw]v*z¬­w]t*z|{yr.E°  XÈz|;l@ÃÀ«z©yw]§|lkrÀtt {t*hlDz©lkv*lkrx@lU4Nwy l@»l@Ãu«Nw]t*z|{yr ∂Ii
∂t =
div (D∇Ii)
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